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Enoncés

Eléments d’algebre linéaire
Généralités d’algebre linéaire

Exercice 1 [00159] [correction]
Soit f € L(E) tel que pour tout « € E, x et f(z) soient colinéaires.
Montrer que f est une homothétie vectorielle.

Exercice 2 [00160] [correction]

Soient F', G et H des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Comparer :

a) FN(G+H)et (FNG)+ (FNH).

b) F+(GNH)et (F+G)N(F+ H).

Exercice 3 [oo161 ] [correction]
A quelle condition la réunion de deux sous-espaces vectoriels est-elle est un
sous-espace vectoriel 7

Exercice 4 [00163] [correction]

Soient n € N*, E = R,, [X] et A 'endomorphisme de E déterminé par
A(P)=P(X +1) - P(X).

a) Justifier que 'endomorphisme A est nilpotent.

b) Déterminer des réels ag, . .., Gy, a,+1 non triviaux vérifiant :
n+1

VP e R, [X], Y axP(X + k) =0.
k=0

Exercice 5 Mines-Ponts MP [ 02662 ] [correction]

Soit K = Q +v2Q + v3Q + v6Q.

a) Montrer que (1,v/2,v/3,v/6) est une Q-base du Q-espace vectoriel K.
b) Montrer que K est un sous-corps de R.

Exercice 6 [03133] [correction]

Soient a,b € R distincts. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme ¢ de

R [X] vérifiant

e(1) =1,0(X) = X et VP € R[X], P(a) = P(b) = 0 = p(P) =0

Exercice 7 [03156] [correction]
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie.
Montrer

Vk, ¢ € N,dim (ker ukH) < dim (ker uk) + dim (ker ug)

Exercice 8 [03247] [correction]

Soient © un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel F et F' un sous-espace
vectoriel de E.

a) Exprimer u~!(u(F)) en fonction de F et de ker u.

b) Exprimer u(u~1(F)) en fonction de F et de Imu.

¢) A quelle condition a-t-on u(u=(F)) = u=*(u(F))?

Exercice 9 Mines-Ponts MP [ 03286 ] [correction]
Caractériser les sous-espaces F' d’un espace vectoriel E tels que

Projecteurs

Exercice 10 [o0165] [correction)]

Soient p et ¢ deux projecteurs d'un K-espace vectoriel E.

a) Montrer que p et ¢ ont méme noyau si, et seulement si, pog=pet gop=gq.
b) Enoncer une condition nécessaire et suffisante semblable pour que p et ¢ aient
méme image.

Exercice 11 Centrale MP [o0164 ] [correction]

Soient p, ¢ deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E.

a) Montrer que p + ¢ est un projecteur si, et seulement si, po g = gop = 0.
b) Préciser alors Im(p + q) et ker(p + q)

Exercice 12 [o02468] [correction)]

Soient p et ¢ deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E vérifiant p o g = 0.
a) Montrer que r = p + g — g o p est un projecteur.

b) Déterminer image et noyau de celui-ci.
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Exercice 13 [o00166] [correction]

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E).

On suppose qu'’il existe un projecteur p de E tel que u = pou — uop.
a) Montrer que u(kerp) C Imp et Imp C ker u.

b) En déduire u? = 0.

¢) Réciproque ?

Exercice 14 X MP [02939] [correction]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, p et ¢ dans L(E) tels que
poq=qet qgop=p. Les endomorphismes p et ¢ sont-ils diagonalisables 7
codiagonalisables 7

Exercice 15 Mines-Ponts PC [ 02242 ] [correction]

Soient (n,p) € (N*)2 avec n > p, E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions
respectives n et p, u € L(E, F) et v € L(F, E) vérifiant uov = Idp.

a) Montrer que v o u est un projecteur.

b) Déterminer son rang, son image et son noyau.

Exercice 16 [o03251 ] [correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension n. Montrer

f est un projecteur < rgf +rg(ld — f) =n

Base d’un espace vectoriel

Exercice 17 [o0167] [correction]
Pour a € R, on note f, lapplication de R vers R définie par f,(x) = |z — al.
Montrer que la famille (f,)qcr est une famille libre d’éléments de I'espace F(R,R)

Exercice 18 [00168 ] [correction]
Pour a € C, on note e, 'application de R vers C définie par e, (t) = exp(at).
Montrer que la famille (e,)qec est une famille libre d’éléments de 1’espace F(R, C).

Exercice 19 [00169] [correction]
Pour a € RT, on note f, I'application de R vers R définie par

fa(t) = cos(at)

Montrer que la famille (f;)q.ecr+ est une famille libre d’éléments de P'espace de
F(R,R).

Exercice 20 [00170] [correction)]
Soit (pn)nenx la suite strictement croissante des nombres premiers.
Montrer que la famille (Inpy,),ens est une famille libre du Q-espace vectoriel R.

Exercice 21 [o0171] [correction]

Soit E I’ensemble des applications f : [—1,1] — R continues telles que les
restrictions f|[_1 0] et fjjo,1 soient affines.

a) Montrer que E est un R-espace vectoriel.

b) Donner une base de FE.

Dimension et codimension

Exercice 22 [o00172] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, f un endomorphisme
nilpotent non nul de F et p le plus petit entier tel que fP = 0.
Montrer qu'’il existe x € E tel que la famille (z, f(x), f(z),...
et en déduire que f™ = 0.

, [P~ 1(z)) soit libre

Exercice 23 [00173] [correction)]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f un endomorphisme
de F tel qu’il existe un vecteur zg € F pour lequel la famille

(20, f(20), ..., " 1(x0)) soit une base de E.

Onnote C ={g € L(E)/gof=fog}.

a) Montrer que C est un sous-espace vectoriel de L(E).

b) Observer que C = {agld+ aif + -+ an—1 /""" | a, ..
c¢) Déterminer la dimension de C.

L, Qp—1 € K}

Exercice 24 [00174] [correction)]

Soient H un hyperplan d’'un K-espace vectoriel E de dimension quelconque et D
une droite vectorielle non incluse dans H.

Montrer que D et H sont supplémentaires dans FE.
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Exercice 25 [o00175] [correction]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de
E, distinct de E.

Montrer que F' peut s’écrire comme une intersection d’un nombre fini
d’hyperplans.

Quel est le nombre minimum d’hyperplans nécessaire ?

Exercice 26 [00178 ] [correction]

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n. Montrer que
(I, f, f% ..., f”z) est liée et en déduire qu’il existe un polynéme non
identiquement nul qui annule f.

Exercice 27 [o0179] [correction]
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et G un sous-espace
vectoriel de E. On pose

A={ue L(E,F)/G C keru}

a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(E, F').
b) Déterminer la dimension de A.

Exercice 28 [00180] [correction]

Soit f un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Montrer que ’ensemble des endomorphismes g de E tels que fog =0 est un
sous-espace vectoriel de £L(F) de dimension dim E x dim ker f.

Exercice 29 [oo0182] [correction]

Soit F un espace vectoriel de dimension finie.

a) Soient H et H' deux hyperplans de E. Montrer que ceux-ci possédent un
supplémentaire commun.

b) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que dim F' = dim G.
Montrer que F' et G ont un supplémentaire commun.

Exercice 30 Centrale MP [ 00181 ] [correction]

Soient K un sous-corps de C, E' un K-espace vectoriel de dimension finie, F; et Fy
deux sous-espaces vectoriels de F.

a) On suppose dim F; = dim F5. Montrer qu’il existe G sous-espace vectoriel de E
telque 1 &G =F&G=F.

b) On suppose que dim F; < dim F5. Montrer qu’il existe G et G sous-espaces
vectoriels de F tels que F1 @ Gy = Fo @Gy = F et G C G1.

Exercice 31 [o00184] [correction]
Soit (€1, ..., €,) une famille libre de vecteurs de E, F = Vect(é3,...,&,) et G un
supplémentaire de F' dans E. Pour tout @ € G, on note

Fz = Vect(ey +d,..., e, +d)

a) Montrer que
F;,G=F

b) Soient @,b € G. Montrer
i#b= Fz # F;

Exercice 32 [o00187] [correction]
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E vérifiant
FnG={0}.
On suppose
codimF = dim G < +oo

Montrer que F' et G sont supplémentaires.

Exercice 33 Mines-Ponts MP [ 02677 ] [correction]

Soit K un corps, E un espace vectoriel de dimension finie n sur K et L. un
sous-corps de K tel que K est un espace vectoriel de dimension finie p sur L.
Montrer que E est un espace vectoriel de dimension finie ¢ sur L. Relier n, p, q.

Exercice 34 [00176] [correction]
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que F' C G.
Montrer que si F' est de codimension finie alors G aussi et codimG < codimF'

Exercice 35 [o03182] [correction)]
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de codimension finie d’un K-espace
vectoriel E.
On suppose
F C G et codimF = codimG

Montrer F' = G.
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Exercice 36 [o00177] [correction]

Soient E un espace vectoriel et F'; G deux sous-espaces vectoriels de F.

On suppose que F' C G. Montrer que F est de codimension finie dans F si, et
seulement si, F' est de codimension finie dans G et que G est de codimension finie
dans E. Observer qu’alors

codimgF + codimgG = codimgF

Exercice 37 Mines-Ponts MP [ 02678 ] [correction]
Soient E un K-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et G un
sous-espace vectoriel de F'. On suppose que G est de codimension finie dans F.
Montrer que

codimgG = codimgF + codimpG

Exercice 38 X MP [ 02909 ] [correction]

Soient E un espace vectoriel, F; et Fy deux sous-espaces vectoriels de E.
a) Montrer que si Fy et F» ont un supplémentaire commun alors ils sont
isomorphes.

b) Montrer que la réciproque est fausse.

Rang d’une application linéaire

Exercice 39 [00189 ] [correction]
Soient u,v € L(K™) tels que u 4+ v = id et rgu + rgv < n.
Montrer que u et v sont des projecteurs.

Exercice 40 Mines-Ponts MP [ 02682 ] [correction]
Soient f,g € L(E) ou E est un espace vectoriel sur K de dimension finie. Montrer
que

Irgf —rggl <rg(f +g) <rgf +1g9

Exercice 41 [o0201 ] [correction]

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et f,g € L(E, F).
Montrer

Imf NImg = {0}

rg(f +9) =1g(f) +rglg) < {kerf—i—kerg =K

Exercice 42 [00191] [correction]

Soit f et g deux endomorphismes de E. Montrer que :
a) rg(f o g) < min(rg f,rg g).

b) rg(fog) > rgf+rgg— dimE.

Exercice 43 [02467] [correction)]

Soient f et g deux endomorphismes d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie.
a) Montrer que rg(go f) =rgg & E =Imf + kerg.

b) Montrer que rg(go f) =rgf < Imf Nkerg = {0}.

Exercice 44 [00195] [correction)]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E).
Etablir que

dimker(g o f) < dimker g + dim ker f

Exercice 45 [00192] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et F, G deux sous-espaces
vectoriels de F.

Former une condition nécessaire et suffisante sur F et G pour qu’il existe un
endomorphisme u de F tel que Imu = F et keru = G.

Exercice 46 [00194] [correction)]
Soient f € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que
dimker f N F > dim F — rgf.

Exercice 47 [00196] [correction)]
On dit qu'une suite d’applications linéaires {0} “E YRS st E, % {0} est
exacte si on a Imuy = kerug41 pour tout k € {0,...,n — 1}. Montrer que si tous
les E sont de dimension finie, on a la formule dite d’Euler-Poincaré :

n

S (—1)* dim By, = 0.
k=1

Exercice 48 [00197] [correction]

[Images et noyaux itérés d’un endomorphisme]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f un endomorphisme
de E.
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Pour tout p € N, on pose
I, =Imf? et N, = ker f?

a) Montrer que les suites (I,)p>0 et (N,)p>0 sont respectivement décroissante et
croissante et que celles-ci sont simultanément stationnaires.

b) On note r le rang a partir duquel les deux suites sont stationnaires. Montrer
que I, & N, = FE.

Exercice 49 [00199] [correction]
Soit f € L(E) tel que f? =0 avec E un K-espace vectoriel de dimension finie
Montrer que

dge LE), fog+go f=1dg & Imf =ker f

Exercice 50 [00503] [correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E).
Montrer

Img CImf & Jh e L(E),g= foh

Exercice 51 [o00202] [correction)]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E).
Montrer

ker f Ckerg< Jh e L(E),g=ho f

Exercice 52 [o0185] [correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u,v € L(E).
Résoudre ’équation u o f = v d’inconnue f € L(E).

Exercice 53 [00200] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et F' un sous-espace vectoriel
de E de dimension p. On note Ap = {f € L(E)/Imf C F} et

Bp ={f € L(E)/F C ker f}.

a) Montrer que Ap et Bp sont des sous-espaces vectoriels de L(E) et calculer
leurs dimensions.

b) Soient v un endomorphisme de L(E) et ¢ : L(E) — L(F) définie par

o(f) =wuo f. Montrer que ¢ est un endomorphisme de L£(FE). Déterminer

dim ker ¢.

¢) Soit v € Imy. Etablir que Imv C Imu. Réciproque ? Déterminer rgp.

Exercice 54 [00203] [correction]

Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € L(F, E).
Exprimer la dimension de {g € L(E, F)/f ogo f =0} en fonction du rang de f et
des dimensions de E et F.

Exercice 55 Centrale MP [ 02379 ] [correction]
Soit f € L(R) tel que rgf? = 3. Quels sont les rangs possibles pour f?

Exercice 56 [03242] [correction]

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de
L(E) stable par composition et contenant ’endomorphisme Idg.

Montrer que F'N GL(E) est un sous-groupe de (GL(E), o)

Dualité

Exercice 57 [03131] [correction)]
Soient ag,ai,...,a, € R deux a deux distincts. Montrer qu’il existe
(Ao - -+, An) € R™1 unique vérifiant

VP e R, [X], /O 1 P(t)dt = i Ao P(ar)
k=0

Exercice 58 [00210] [correction]
Soient ag, . ..,a, € K deux a deux distincts et fy,...
E =K, [X] déterminées par

, [n. les formes linéaires sur

fi(P) = P(a;)

Etablir que la famille (fo, ..., f.) est une base du dual de E et déterminer sa base

antéduale.

Exercice 59 [03132] [correction]
Soient ¢1, @2, 3 les formes linéaires sur Ry [X] définies par

1
o1(P) = P(1), a(P) = P'(1) et 3(P) = / P(t) di

Montrer que la famille (o1, @2, @3) est une base du dual de Ry [X] et déterminer
sa base antéduale.
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Exercice 60 [o0211] [correction]

Sur E = R,, [X], on consideére les formes linéaires f, ..., f, déterminées par

fi(P) :/0 2 P(z) dx

a) Montrer que la famille (fo,..., f,) est une base du dual de E.
b) Dans le cas n = 2, déterminer la base antéduale de (fo, f1, f2).

Exercice 61 Mines-Ponts MP [ 02685 ] [correction]
Soit ag, a1, ...,a, des réels non nuls deux a deux distincts. On note F}
lapplication de R,, [X] dans R définie par

Fj(P)Z/OaJP

Montrer que (Fp, F1, ..., F,) est une base de (R, [X])*.

Exercice 62 [03139] [correction]

Soit H un hyperplan du dual £* d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie
n > 2.

Montrer qu’il existe « € E vérifiant

Voe E*,p e HS ¢(x)=0

Exercice 63 [o03140] [correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. Montrer

Ve,ye E,x #y = Jp € E*,o(x) # ¢(y)

Exercice 64 [00209] [correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g deux formes linéaires
non nulles sur £. Montrer

dz € E, f(z)g(z) # 0

Exercice 65 [00208] [correction]
Soient f,g € E* telles que ker f = ker g. Montrer qu’il existe a € K tel que f = ag.

Exercice 66 [00206] [correction]
Soient f1,..., f, des formes linéaires sur un K-espace vectoriel E de dimension n.
On suppose qu’il existe x € E non nul tel que

Montrer que la famille (f1,..., f,) est liée.

Exercice 67 [00205] [correction]
Soit B = (eq,...,e,) une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E de
dimension n € N*. On suppose que

VfeE" fle1)=...=f(en) =0= f=0

Montrer que B est une base de E.

Exercice 68 [00207] [correction]

Soient f1,..., fn et f des formes linéaires sur un K-espace vectoriel E de
dimension finie.

Montrer que

feVect(fr,..., fn) & ﬂkerfi C ker f
=1

Exercice 69 Mines-Ponts MP [ 03148 ] [correction]

Soient ¢1,...,, des formes linéaires sur un K-espace vectoriel £/ de dimension
finie n > 2.

Montrer que la famille (¢1,...,p,) est libre si, et seulement si,

V(Ai,...,Ap) €KP, 3z € E\V1 < j < p,pj(x) =

Exercice 70 Mines-Ponts MP [ 02684 ] [correction]
Soit E et F' des espaces vectoriels sur K, de dimensions finies ou non. Montrer que
(E x F)* et E* x F* sont isomorphes.
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Somme directe de sous-espaces vectoriels

Exercice 71 [o0212] [correction]

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E vérifiant f3 = Id.

Montrer
ker(f —Id) @ Im(f —1d) = F

Exercice 72 [o00214 ] [correction)]
Soient f,g € L(E) tels que

gofog=/fet fogof=g

a) Montrer que ker f = ker g et Imf = Imyg.
On pose
F =kerf=kerget G=Imf =1Imyg

b) Montrer que
E=Fa&G

Exercice 73 [00213] [correction]
Soient f,g € L(E) tels que

fogof=fetgofog=yg

Montrer que ker f et Img sont supplémentaires dans E.

Exercice 74 [o0215] [correction]
Soient f,g € L(E) tels que

gofog=get fogof=Ff

a) Montrer que
Imfdkerg=F

b) Justifier que
f(Img) = Imf

Exercice 75 [00223] [correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie vérifiant

rg(f?) = rg(f)

a) Etablir Imf? = Imf et ker f2 = ker f.
b) Montrer que ker f & Imf = E.

Exercice 76 [00224] [correction)]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E).
On suppose

Imf+Img=kerf+kerg=F

Montrer que ces sommes sont directes.

Exercice 77 [00190] [correction)]
Soient F, G, F’,G’ des sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E vérifiant

FeG=FaoG=Eet F'CG

Montrer que
FeoF & (GNG)=E

Exercice 78 [00216] [correction]

Soient u € L(F) (avec dim F < +00) nilpotent et p € N* tel que u? = 0.

a) Etablir que pour tout k € {1,...,p}, il existe un sous-espace vectoriel Fy, de F
tel que ker u® = keru*~! @ Fj,.

b) Etablir que E=F| & --- & F,.

c¢) Observer que la matrice de u dans une base adaptée a la somme directe
ci-dessus est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux nuls.

Exercice 79 [00217] [correction]
Soient n € N et £ =R, [X].
Pour tout ¢ € [0,n], on note

F; ={P € E/Vj € [0,n]\{i}, P(j) = 0}
Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels et que

E=F& - -F,
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Exercice 80 [00218] [correction]
Soient f1,..., f, des endomorphismes d'un K-espace vectoriel E vérifiant

fit ot fo=ldetVI<i#j<n, fiof;=0

a) Montrer que chaque f; est une projection vectorielle.

b) Montrer que o Imf; = E.
i=1

Exercice 81 [00219 ] [correction]
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et py,..., p, des projecteurs de
E dont la somme vaut Idg. On note Fy, ..., F,, les images de p1,...,pm,. Montrer

que F = % F}, (indice : on rappelle que le rang d’un projecteur égale sa trace).
k=1

Exercice 82 [00220] [correction]

Pour d € N, notons H; 'ensemble formé des fonctions polynomiales de R? vers R
homogenes de degré d i.e. pouvant s’écrire comme combinaison linéaire de
fonction monoéme de degré d.

Montrer que (Hd)o< d<n ©st une famille de sous-espaces vectoriels en somme
directe.

Exercice 83 [o00221 ] [correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F7, ..
vectoriels de E.

On suppose que £ = F; +---+ F,.

Montrer qu’il existe G, ..., G, sous-espaces vectoriels tels que : G; C F; et
E=G & -G,

., F, des sous-espaces

Exercice 84 [o00222] [correction]
Soient Ey,..., E, et Fi,..., F, sous-espaces vectoriels de E tel que E; C F; et
n n
® k=0 F

i=1 i=1

Montrer que E; = Fj.

Exercice 85 Mines-Ponts MP [ 02680 ] [correction]
Soit E et F' des K-espaces vectoriels. On se donne f € L(FE, F'), une famille
(Ei)1<i<n de sous-espaces vectoriels de E et une famille (F})1<j<p de sous-espaces
vectoriels de F. .
a) Montrer que f(> E;) = Y. f(E;).

i=1 i=1
b) Montrer que si f est injective et si la somme des E; est directe alors la somme
des f(E;) est directe.

p p
¢) Montrer que f=*(>" F;) D > f~'(F}). Montrer que cette inclusion peut étre
i=1 i=1

stricte. Donner une condition suffisante pour qu’il y ait égalité.

Exercice 86 [03241] [correction]
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et uw € L(E,F), v € L(F,G) et w =vou.
Montrer que w est un isomorphisme si, et seulement si, u est injective, v est
surjective et

Imu @ kerv =F
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Pour tout « non nul, la liaison de la famille (z, f(x)) permet d’écrire f(z) = A\ x.
Soient x,y non nuls.

Cas (z,y) liée :

On peut écrire y = px et alors f(y) = przx = Ay donc Ay = Ay,

Cas (z,y) libre :

flx4+y) = Aoty(z +y) = Agz + Ayy donc A\, = A\, par identification des scalaires
facteurs dans une famille libre.

On pose A la valeur commune des A,.

On a
Ve € E\{0g}, f(z) = Az

et cette relation vaut aussi pour = Og. On peut donc conclure f = AId.

Exercice 2 : [énoncé]

a) Soit z € (FNG) + (FNH), on peut écrire x = u+ v avec u € FNG et
ve FNH.

Comme u,v € Fonax € FetcommeucGetve Honau+veG+ H.
Par suite (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H).

L’égalité n’est pas possible, prendre F, G, H trois droites distinctes d’'un méme
plan.

b) Soit © € F 4+ (G N H), on peut écrire x =u+v avecu € Fetve GNH.
Commeu € FetveGonax e F+ G et de méme xz € F+ H donc
re(F+G)N(F+ H).

L’égalité n’est pas possible, prendre a nouveau trois droites distinctes d’un méme
plan.

Exercice 3 : [énoncé]

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.

Si FC GouG C F alors FUG vaut F ou G et est évidemment un sous-espace
vectoriel de F.

Inversement, supposons que F'U G soit un sous-espace vectoriel de E et F' ¢ G.
Il existe z € F' tel que = ¢ G. Pour tout y € G, x +y € F UG par stabilité du
sous-espace vectoriel FUG. Sixz +y € G alors z = (x + y) —y € G ce qui est
exclu. Il reste x +y € F et alorsy = (x+y) —x € F. Ainsi G C F.

Exercice 4 : [énoncé]

a) On remarque que si deg P < m alors deg A(P) < m — 1.

On en déduit ImA C R, [X], ImA? C R,,_5 [X],...puis A"T! = 0.

b) Introduisons ’endomorphisme 7' : P(X) — P(X + 1).

On a A =T —1Id et par la formule du bindéme de Newton (T et Id commutent),

n+1 +1
S (1) <n . > T — 0.
k=0

+1 n+1
Ainsi pour aj, = (—1)* <n . ), onaVP eR,[X],

arP(X + k) =0.
k=0

Exercice 5 : [énoncé]

a) Il est clair que K est un sous-espace vectoriel de R et que la famille

(1,v/2,4/3,1/6) est Q-génératrice.

Montrons qu’elle est libre en raisonnant par 1’absurde.

Supposons a + bv/2 + ¢v/3 4+ dv/6 = 0 avec a, b, ¢,d € Q non tous nuls.

Quitte a réduire au méme dénominateur, on peut supposer a, b, ¢, d € Z non tous

nuls.

Quitte a factoriser, on peut aussi supposer pged(a, b, ¢, d) = 1.

On a (a + b\/§)2 = (C\/g + d\/é)2 donc a? + 2abv/2 + 22 = 3¢2 + 6edv/2 + 6d2.
2 2 2 2

Par lirrationalité de v/2 on parvient au systeme @”+ 207 =3¢+ 6d .

ab = 3cd

Par suite 3 | ab et 3 | a® 4+ 2b* donc 3 | a et 3 | b.

Ceci entraine 3 | cd et 3| ¢® 4+ 2d? donc 3 | c et 3 | d.

Ceci contredit pged(a, b, c,d) = 1.

Ainsi la famille (1, V2,/3, \/6) est Q-libre et c¢’est donc une Q-base de K.

b) Sans peine, on vérifie que K est un sous-anneau de R.

Soit = a + bv/2 4 ¢v3 + dv6 € K avec a,b, ¢,d € Q non tous nuls.
1 _ 1 _ a+bV2—(cV/3+dV6) _ a+bvV2—(cV3+dV6)
x (a+b\/§)+(6\/§+d\/€) - (a2+2b2736276d2)+2(ab73cd)\/§ - a+8vV2

puis 1 = (a+b\/§_(0\o{2§ig§))(a—ﬁ\/§) € K et donc K est un sous-corps de R.

xr
Notons que les quantités conjuguées par lesquelles on a ci-dessus multiplié ne sont

pas nuls car x est non nul et la famille (1, /2, v/3,1/6) est Q-libre.

Exercice 6 : [énoncé]
Supposons ¢ solution.
Soit P € R [X]. Par division euclidienne de P par (X — a)(X — b) on peut écrire

P=(X—a)(X-bQX)+aX+8
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En évaluant cette identité en a et b, on détermine « et

_ P(b) - P(a) _ bP(a) —aP(b)
L S

Par linéarité de ¢ on obtient
o(P) = p(aX + ) =aX +

car p (X —a)(X —b)Q(X)) =0.
Alnsi P)—P bP P
b—a b—a
ce qui détermine ¢ de fagon unique.
Inversement, on vérifie aisément que 1’application ¢ définie sur R [X] par la

relation précédente est un endomorphisme de R [X] résolvant le probléme posé.

Exercice 7 : [énoncé]
Soient k, ¢ € N. Considérons le sous-espace vectoriel

F = keruF+*
et introduisons ’application linéaire restreinte v : F' — FE définie par
Vz € F,v(z) = u'(z)

On vérifie aisément
kerv C ker u’ et ITmv C ker u”

La formule du rang appliquée & v donne
dim (ker ukH) =rgv + dim ker v

ce qui donne
dim (ker ukH) < dim (ker uk) + dim (ker uz)

Exercice 8 : [énoncé]
a) u~t(u(F)) est un sous-espace vectoriel de E qui contient F' et ker u donc

F+keru Cu ' (u(F))

Inversement, soit z € u=1(u(F)). On a u(z) € u(F) donc il existe a € F tel que
u(z) = u(a) et alors pour b=2x —aonaxz=a+baveca € F et b € keru. Ainsi

uH(u(F)) = F + keru

b) u(u~1(F)) est un sous-espace vectoriel de E inclus dans F' et dans Imu donc
u(u™'(F)) € FNImu
Inversement, soit € F' N Imu. Il existe a € E tel que = u(a). Or, puisque
r€F,a€ul(F) et donc r =u(a) € u(u=t(F)). Ainsi
u(u'(F)) = F N Imu
¢) On a u(u=(F)) = u=t(u(F)) si, et seulement si,
F +keru=F Nlmu
Si cette condition est vérifiée alors
FCF+keru=FNImuCF

et donc
F=F +keru=FnNImu

ce qui entraine
keru = {0} et F C Imu
Inversement, si ces conditions sont vérifiées, on a immédiatement
F +keru =F = FNImu.
Finalement u(u=!(F)) = u=(u(F)) si, et seulement si, F est inclus dans I'image
d’un endomorphisme injectif.

Exercice 9 : [énoncé]
Les inclusions suivantes sont toujours vraies

Fch Yh(F)) et (b Y(F)C F
Si h=Y(h(F)) = h(h=1(F)) alors
Y WF))=Fet h(h " Y(F))=F

Les inclusions A=} (h(F)) C F et F C h(h~!(F)) entrainent respectivement
kerh C F' et F' C Imh.
Inversement, supposons

kerh C F C Imh

Pour x € h=1(h(F)), il existe a € F tel que h(x) = h(a). On a alors
z—a€kerh C Fetdoncx=a+ (z—a)€F. Ainsi ™' (h(F)) C F puis
h=Y(h(F))=F

Aussi pour y € F' C Imh, il existe a € E tel que y = h(a) et puisque y € F,
a € h™1(F). Ainsi F C h(h=Y(F)) puis F = h(h=1(F)).

Finalement
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Exercice 10 : [énoncé]
a) Supposons ker p = kergq. On a

peq—p=po(qg—1Id)
Or Im(gq — Id) = ker ¢ donc Im(g — Id) C kerp puis
poq—p=0

Ainsi po g = p et de méme on obtient gop = q.

Inversement, si poqg =p et gop = q alors ker ¢ C kerp et kerp C ker ¢ d’ot
I’égalité ker p = ker q.

b) Supposons Imp = Img. On a ker(p — Id) = Img donc (p —1Id) o ¢ = 0 d’oun
poq=q. Et de facon semblable, gop = p.

Inversement, 1’égalité p o ¢ = ¢ entraine Imqg C Imp et I'égalité g o p = p entraine
Imp C Img. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante cherchée est

pogq=gqetgop=p

Exercice 11 : [énoncé]

a) (<) Supposons pog=qop=_0. (p+ ¢ =p*+pog+qop+¢ =p+q.
(=) Supposons p + ¢ projecteur. Par les mémes calculs que ci-dessus
pog+qop=0.

En composant cette relation avec p a droite et a gauche, on obtient
pogop+qop=0et pog+pogop=0.0On en déduit gop = poq puis
pog=gqop=0.

b) On a évidemment Im(p + ¢) C Imp + Img.

Inversement, pour z € Imp + Img, on a z = a + b avec a € Imp et b € Img.
Puisque po g =0, p(b) = 0 et donc p(x) = p(a) = a. De méme ¢(z) = b et donc
z =p(x) + q(x) € Im(p + q).

Ainsi Im(p + ¢) = Imp + Img

On a évidemment ker p Nker g C ker(p + q)

Inversement pour z € ker(p + ¢), on a p(z) + ¢(x) = 0 donc p?(z) + p(q(z)) =0
puis p(z) = 0 car p> = p et poq = 0. Ainsi z € ker p et de méme x € kerq.
Finalement ker p Nker ¢ = ker(p + q).

Exercice 12 : [énoncé]
a)r’=(p+qg—qop)®=(p+qg—qgop)o(p+qg—qop)

En développant et en exploitant p o ¢ = 0 on obtient,

r?=p’+qop+q’ —q*op—qop’

En exploitant p? = p et ¢®> = ¢, on parvient & 2> = r donc 7 est un projecteur.

b) Pour tout z € E, r(z) = p(z) + g(z —p(z)) € Imp + Img donc Imr C Imp + Img.
Inversement, si x € Imp + Imgq, on peut écrire x = a + b avec a € Imp et b € Img.
Puisque po g =0, on a p(b) = 0 et puisque a € Imp, on a p(a) = a.

Ainsi p(z) =a et donc b=z —a =z — p(x).

Or b € Img donc b = ¢(b) puis b = g(x — p(z)) = q(x) — p(¢(x)).

Finalement = a + b = p(x) + q(z) — p(q(z)) = r(x) et donc z € Imr.

Ainsi Imr = Imp + Img.

Soit = € kerp Nkergq, on a r(x)
Inversement, soit = € kerr.

On a p(z) +q(z —p(z)) = 0 donc p(z) = p(p(z)) = p(¢(z —p(x))) = 0 car pog = 0.
Ainsi = € ker p. De plus p(z) + ¢(z — p(z)) = 0 sachant p(z) = 0 donne g(z) =0 et
donc x € kerg.

Finalement kerr C ker p N ker g puis kerr = kerp N kergq.

= p(x) + q(z) — g(p(z)) = 0 donc = € kerr.

Exercice 13 : [énoncé]

a) Si z € kerp alors p(u(x)) = u(z) + u(p(z)) = u(x) donc u(x) € Imp. Ainsi
u(ker p) C Imp.

Si z € Imp alors p(x) = x donc u(z) = p(u(z)) — u(p(z)) = p(u(x)) — u(zx) d’ou
2u(x) = p(u(x)). Par suite u(x) € Imp donc p(u(x)) = u(x) et enfin la relation
précédente donne u(xr) = 0. Ainsi x € ker u.

b) Pour z € E, u(z) = u(p(z)) + u(z — p(x)).

Or u(p(z)) = 0 car Imp C keru et u(x — p(x)) € u(ker p) C Imp C ker u donc
u?(x) = 0.

¢) Supposons u? = 0. On a Imu C ker u. Soit p une projection sur Imu. On a
powu=u car les vecteurs de Imu sont invariants par p et on a wop =0 car

Imp = Imu C ker u. Ainsi, il existe une projection p pour laquelle u = pou —wuop.
La réciproque est vraie.

Exercice 14 : [énoncé]

pop=po(qop) = (pogq)op=gqop = p et donc p est un projecteur. De méme ¢ est
un projecteur et donc p et g sont diagonalisables. Si p et ¢ sont codiagonalisables
alors p et ¢ commutent et donc p = g o p = p o ¢ = q. Réciproque immédiate.

Exercice 15 : [énoncé]
a) (wou)? =voldpou=wvowu doncvou est un projecteur.
b) Le rang d’un projecteur est égal & sa trace donc

rg(vou) =tr(vou) =tr(uov) =tr(Idg) =p
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On a
Im(vowu) C Imv et dimIm(vowu)=rgvou)=p>rgv)=dimImv

On en déduit
Im(v ou) = Imv

On a
keru C ker(vowu) et dimkeru=n—rgu >n—p=mn—rg(vou) = dimker(vou)

donc
ker(v o u) = keru

Exercice 16 : [énoncé]
Si f est un projecteur alors f est la projection sur Imf parallelement a ker f
tandis que Id — f est la projection complémentaire sur ker f parallelement & Imf.
On en déduit

rgf +rg(ld — f) =rgf + dimker f =n

en vertu de la formule du rang.
Inversement, supposons

rgf +rg(Id—f)=n

Posons F = Imf et G =Im(Id — f).
Pour tout z € F/, on a

= fz)+(x—fz) e F+C

donc E C F+Gpuis E=F +G.

Or dim F 4+ dim G = rgf + rg(Id — f) = dim E donc E = F @ G et la
décomposition d'un vecteur x en la somme de f(x) € F et de z — f(z) € G est
unique. Puisque f apparait comme associant a x le vecteur de F' dans sa
décomposition en somme d’un vecteur de F' et de G, on peut affirmer que f est la
projection du F' parallelement & G.

Exercice 17 : [énoncé]

Soient aq,...,a, € R des réels deux a deux distincts. Supposons

M fay + -+ Anfa, = 0. Pour tout i € {1,...,n}, si A\; # 0 alors

A fay + -+ Anfa, n'est pas dérivable en a; alors que la fonction nulle I'est.
Nécessairement \; = 0 et la famille étudiée est donc libre.

Exercice 18 : [énoncé]

Montrons que toute sous-famille finie & n éléments de (e,)qec est libre.

Par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 : ok Supposons la propriété établie au rang
n=>1.

Soient ai,...,a,4+1 complexes distincts et supposons Aie,, + -+ + Apyi1€q,,, =0
(1). En dérivant cette relation :

aiXieq; + -+ Gpp1Anti€a, ., =0 (2). La combinaison linéaire a,41(1) — (2)
donne A\ (ant1 — a1)eq;, + -+ Ap(ant1 — an)eq, = 0. Par hypothese de
récurrence et en exploitant que les a; sont deux a deux distincts, on obtient

A1 = ... =\, = 0 puis ensuite aisément \,,;1; = 0. Récurrence établie.

Exercice 19 : [énoncé]

Montrons que toute sous-famille finie & n éléments de (f,)qcr+ est libre.
Par récurrence sur n > 1.

Pour n =1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n > 1.

Soient aj,...,an41 des réels positifs distincts et supposons

>‘1fa1 +-+ )‘n+1ftln+1 =0 (1)

En dérivant 2 fois cette relation :

a%)‘lfal ++ ai+1)\n+1fan+l =0 (2)

La combinaison a2 (1) — (2) donne
Al(agwl - a%)ftn ot )‘n(a%-H - ai)fan =0

Par hypothese de récurrence et en exploitant que les a? sont deux a deux distincts,
on obtient A\; = ... =\, = 0 puis ensuite aisément A,,+1; = 0. Récurrence établie.

Exercice 20 : [énoncé]
Supposons Ay Inpy +---+ A, Inp, =0 avec A\ € Q. En réduisant au méme
dénominateur on parvient a :
aplnp; +---+a,Inp, =0 avec ai € Z puis lanZ’“ =0 et enfin
k

[T p¥= T1I p,“. L'unicité de la décomposition primaire d’un entier
k/ak >0 k/ax <0
permet alors de conclure ax = 0 pour tout k.
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Exercice 21 : [énoncé]
a) E est un sous-espace vectoriel de C([—1,1],R).
b) x — 1, x — x et & — |z| forment une base de E.

Exercice 22 : [énoncé]

Soit = ¢ ker fP~1. 1l en existe car fP~! # 0.

Supposons Aoz + A1 f(x) + -+ 4+ A\p—1 fP71(z) = 0.

En composant par fP~! la relation ci-dessus, on obtient Ao f?~!(z) = 0. Il s’en
suit A\g = 0.

En composant par fP2, ..., fO la relation initiale, on obtient successivement

AL =0,.., Ap_y = 0.

La famille (z, f(z), ..., fP~1(x)) est donc libre or elle est composée de p vecteurs
en dimension n on a donc p < n puis f* = f""Po fP =0.

Exercice 23 : [énoncé]

a)CC L(E),0eC, Y\ peK,Vg,heCona
foAg+uph)=Afog)+u(foh)=Agof)+u(hof)=(Ag+ph)o f donc
Ag+ ph € C.

b) Soit g = apld + a1 f + -+ +a,_1 "L
Onagof=aof+af?+ - +an_1f"=fogdoncgeC.

Ainsi {aold +arf+---+ an_lf"_l ‘ ag,...,0p—1 € K} cC.

Inversement, soit g € C.

Puisque (xq, f(20),..., f""1(x0)) est une base de E, il existe ag,as,...,a,_1 € K
tels que : g(wo) = apwo + a1 f(xo) + -+ + an_1 " 1 (20). Introduisons
h=apld+a1f+ -+ (lnflfn_l.

g, € C et go) = (o) done g(f(o)) = F(g(x0)) = F(h(0)) = h(f(x0))

et de maniére plus générale : g(f*(z0)) = f*(g(x0)) = fF(h(z0)) = h(f*(x0)).
Ainsi g et h prennent mémes valeurs sur la base (zo, f(xq), ..., f* 1(z0)) donc
g=h.

Ainsi C C {an,lf"_l + -+ alf + apld | ag, . -
c) On a C = Vect(Id, f, f2,..., f*71).

De plus si apld + a1 f + -+ ap—1f" ' = 0 alors en évaluant en x :
aoxo + arf(zo) + -+ + an_1f" 1 (x9) = 0 or la famille (zq, f(xo), ...
est libre donc ag = a1 =---=a,_1 = 0.

La famille (Id, f, f2,..., f*!) est une famille libre et génératrice de C, c’est donc
une base de C.

Par suite dimC = n.

., Qp—1 € K} puis I'égalité.

(o)

Exercice 24 : [énoncé]

Bien entendu H N D = {0} mais ici aucun argument de dimension ne permet de
conclure directement.

Soit ¢ une forme linéaire dont H est le noyau et « un vecteur non nul de D. Il est
clair que ¢(u) # 0 et alors pour tout « € E, on peut écrire x = a + b avec

a= iEi;uEDet b=x—a¢€ H. Ainsi E = D + H et on peut conclure.

Exercice 25 : [énoncé]

Posons n =dim F et p=dim F.

Soit B = (e1,...,ep) une base de F' que 'on compléte en (eq,. ..
Posons

,€en) base de E.

H; = Vect(er,...,6;,...,¢ep)

Par double inclusion, on montre

On ne peut construire une intersection avoir moins d’hyperplans car on peut
montrer par récurrence que 'intersection de ¢ hyperplans est de dimension
supérieure a n — q.

Ainsi, le nombre minimum d’hyperplans intersecté pour écrire F' est de n — p.

Exercice 26 : [énoncé]

Si dim E = n alors dim £(E) = n? donc la famille (I, f, f2,..., f") est liée car
formée de n? + 1 élément. Une relation linéaire sur les éléments de cette famille
donne immédiatement un polynéme annulateur non nul.

Exercice 27 : [énoncé]

a) Si u et v sannulent sur G, il en est de méme pour \u + pw.

b) Soit H un supplémentaire de G dans E. L’application ¢ : u — u;g définie un
isomorphisme entre A et L(H, F'). En effet la connaissance d’une application
linéaire sur deux espaces supplémentaires la caractérise entiérement, ici u;g = 0 et
donc uyy détermine u. Par suite dim A = (dim F — dim G) x dim F.

Exercice 28 : [énoncé]
Posons F' = {g € L(E)/f o g = 0}. Soit g € L(F). On a clairement
g € F < Img C ker f. Par conséquent F' = L(E, ker f) d’ou la dimension.
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Exercice 29 : [énoncé]

a) Si H = H' alors n’importe quel supplémentaire de H est convenable et il en
existe.

Sinon, on a H ¢ H' et H' ¢ H donc il existe x € H et ' € H' tels que x ¢ H' et
2’ ¢ H.

On a alors x + ' ¢ HU H' et par suite Vect(z + ) est supplémentaire commun &
H et H'.

b) Raisonnons par récurrence décroissante sur

n=dimF =dimG € {0,1,...,dim E}.

Sin=dimFetn=dimFE —1: ok

Supposons la propriété établie au rang n+ 1 € {1,...,dim E}.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension n.

Si F' = G alors n’importe quel supplémentaire de F' est convenable.

Sinon, on a F' ¢ G et G ¢ F donc il existe x € F et 2’ € G tels que = ¢ G et

' ¢ F.

Onaalors z+2' ¢ FUG.

Posons F' = F & Vect(z + 2’) et G' = G @ Vect(x + 2').

Comme dim F’ = dim G’ = n + 1, par HR, F’ et G’ posséde un supplémentaire
commun H et par suite H @ Vect(z + 2’) est supplémentaire commun & F' et G.
Récurrence établie.

Exercice 30 : [énoncé]

a) Par récurrence sur p = dim E — dim Fj.

Si p =dim E — dim F; alors G = {0}.

Supposons la propriété établie au rang p.

Soient Fy et Fy de méme dimension tels que dim F — dim F} = p + 1.

Si F = F5 Pexistence d’un supplémentaire & tout sous-espace vectoriel en
dimension finie permet de conclure.

Sinon, on a Fy ¢ Fy et Fy ¢ Fy ce qui assure existence de z1 € F1\Fy et de
ZTo € FQ\Fl.

Le vecteur © = x1 + z2 n’appartient ni a F;, ni a F5. On pose alors

F| = Fy @ Vect(z) et Fj = F5 @ Vect(x). On peut appliquer ’hypothése de
récurrence a F{ et Fj : on obtient 'existence d’un supplémentaire commun G’ a
F| et Fj. G = G’ ® Vect(z) est alors supplémentaire commun & Fy et Fb.
Récurrence établie.

b) Soit F] un sous-espace vectoriel contenant F; et de méme dimension que Fs.
F| et Fy posseédent un supplémentaire commun G. Considérons H un
supplémentaire de F| dans F|. En posant G; = H & G et G5 = G on conclut.

Exercice 31 : [énoncé]

P
a) V& € Fz NG, on peut écrire £ = > \;(€; + d).
i=1

p

Mais alors > A&, =& — > N.d€ FNG = {3} donc \; =... =\, =0 puis
i=1 i=1

Z=0.

P
VZ € E, on peut écrire £ =4+ ¥ avec © = Y, \;.¢; € F et ¥ € G.

v
P p
On a alors & = ZAi(é+d’)+<UZAid’ €z +G.
_1 7

Ainsi F7z & G :ZE.
b) Par contraposée :

p
Si Fz = Fj; alors on peut écrire €1 +d = > A\i(&; +b).

P . '
On aalors Y. A&, —é1 = > Ab—ae FNGdonc A\ =1etV2<i<p A\ =0.
; i=1

=1
o o
La relation initiale donne alors €} + d = €1 + b puis @ = b.

Exercice 32 : [énoncé]

Soit H un supplémentaire de F' dans F. On a dim H = dim G.

Considérons p la projection sur H parallelement a F'.

kerpjg =kerpNG = FNG = {0} donc pig : G — H est injective et puisque
dim H = dim G < +00, p;¢ est un isomorphisme de G vers H.

Pour tout x € F, posons a = (p;g) *(p(z)) et b=z —a.Onaz=a+b,a€ G et
p(b) = p(x) — p(a) =p(x) —p(x) =0donc b e kerp=F. Ainsi E =G + F.

Exercice 33 : [énoncé]

Il est facile de justifier que E est un L-espace vectoriel sous réserve de bien
connaitre la définition des espaces vectoriels et de souligner que qui peut le plus,
peut le moins. ..

Soit (€1,...,€,) une base de K-espace vectoriel E et (Aq,...
LL-espace vectoriel K.

Considérons la famille des (A;€;)1<i<n,1<j<p- 1l est facile de justifier que celle-ci
est une famille libre et génératrice du L-espace vectoriel E. Par suite F est de
dimension finie ¢ = np.

, Ap) une base du

Exercice 34 : [énoncé]
Si F' est de codimension finie alors F' admet un supplémentaire H de dimension
finie.
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Soit K un supplémentaire de G N H dans H (existe car H est de dimension finie).
GNK=GNHNK={0}caa KCHet FCGCG+Ket HCG+K donc
EFE=F+HCG+ K. G et K sont supplémentaires, or K est de dimension finie
donc G est de codimension finie et codimG = dim K < dim H = codimF' car K
est sous-espace vectoriel de H.

Exercice 35 : [énoncé]
Soit K un supplémentaire de F' dans E. Puisque

E=FoKetFCG

on a immédiatement £ = G + K. Montrons que cette somme est directe.
L’intersection G N K est sous-espace vectoriel de K et puisque K est de dimension
finie, il existe un sous-espace vectoriel K’ vérifiant

(GNK)® K' =K

On vérifie alors
E=GoK

Or
dim K’ = codimG = codimF = dim K

donc K = K'. Ainsi
EFE=Gao K

On peut alors montrer que G est inclus dans F'.
Soit & € G. Puisque F et K sont supplémentaires dans E, on peut écrire

r=xp+xg avecrp € Fetorg € K

On a alors
rx=r—2r €EGNK

car z et xp appartiennent a G.
On en déduit x =0 puis x = xp € F.
Finalement G C F puis G = F.

Exercice 36 : [énoncé]

Supposons que F' soit de codimension finie dans F. F' possede un supplémentaire
de dimension finie H. Considérons alors K supplémentaire de H NG dans H. G et
K sont supplémentaires dans F et K est de dimension finie donc G est de

codimension finie dans F. De plus, F' et H N G étant supplémentaires dans G, on
peut dire que F' est de codimension finie dans G.

Enfin la relation dim H = dim K + dim H N G se relit

codimgF' = codimgF + codimgG.

Inversement, si F' est de codimension finie dans G et G de codimension finie dans
E alors la somme d’un supplémentaire de F' dans G et d’un supplémentaire de G
dans E définit un supplémentaire de dimension finie de F' dans E. On peut alors
conclure.

Exercice 37 : [énoncé]

G possede un supplémentaire de dimension finie H. Considérons alors K
supplémentaire de H N F' dans H. F' et K sont supplémentaires dans E et K est
de dimension finie donc F' est de codimension finie dans E. De plus, G et H N F
étant supplémentaires dans F', on peut dire que G est de codimension finie dans F'.
Enfin la relation dim H = dim K + dim H N G se relit

codimgG = codimgF + codimpG.

Exercice 38 : [énoncé]

a) Supposons que H est un supplémentaire commun & F; et Fb.

Considérons la projection p sur F; parallelement a H. Par le théoreme du rang, p
induit par restriction un isomorphisme de tout supplémentaire de noyau vers
I'image de p. On en déduit que F} et F5 sont isomorphes.

b) En dimension finie, la réciproque est vraie car I’isomorphisme entraine 1’égalité
des dimensions des espaces et on peut alors montrer 'existence d’un
supplémentaire commun (voir I'exercice d’identifiant 181)

C’est en dimension infinie que nous allons construire un contre-exemple.

Posons E = K[X] et prenons F; = E, F» = X.E. Les espaces Fj et F5 sont
isomorphes via Papplication P(X) — X P(X). Ils ne possedent pas de
supplémentaires communs car seul {0} est supplémentaire de F et cet espace
n’est pas supplémentaire de F5.

Exercice 39 : [énoncé]

K" = Im(u + v) C Imu + Imv donc rgu + rgv > n puis rgu + rgv = n. Si x € keru
alors z = u(z) + v(z) = v(x) donc = € Imv. Par les dimensions, on conclut

ker v = Imv et de méme ker v = Imu. Par suite wov = vou =0 et donc aisément

u? =wu et v?=nu.
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Exercice 40 : [énoncé]

Facilement Im(f + ¢g) C Imf + Img donc rg(f + ¢) < dim(Imf + Img) < rgf + rgg.
Puisque f = f + g+ (=9), ref <rg(f +g) +ra(—g) = ra(f + 9) + reg.

Aussi rgg < rg(f +g) +rgf donc [rgf —rgg| <rg(f +9).

Exercice 41 : [énoncé]

(=) Supposons rg(f +g) = rgf + rgg.

Sachant Im(f + ¢g) C Imf + Img, on a rg(f + g) < rgf +rgg — dim (Imf N Img) et
donc dim(Imf NImg) < 0.

Ainsi Imf N Img = {0}.

Sachant ker f Nkerg C ker(f + g), on a

dim ker f + dim ker g — dim(ker f + ker g) < dimker(f + g).

Par la formule du rang, on obtient alors

dim E +rg(f + g) < rgf +rgg + dim(ker f + ker g) et donc

dim(ker f + kerg) > dim E. Ainsi ker f + kerg = F

(<) Supposons Imf NImg = {0} et ker f + kerg = E.

Montrons Im(f + ¢g) = Imf + Img.

On sait déja Im(f + ¢g) C Imf + Imyg.

Inversement, soit « € Imf + Img.

1l existe a,b € E tels que x = f(a) + g(b).

Puisque E = ker f + ker g, on peut écrire a = u + v avec u € ker f et v € kerg. On
a alors f(a) = f(v).

De méme, on peut écrire g(b) = g(w) avec w € ker f.

On a alors z = f(v) + g(w) = (f + ¢g)(v +w) car f(w) =0 et g(v) = 0. Ainsi
x € Im(f +g).

Finalement Im(f + g) = Imf + Img.

Par suite rg(f + g) = rgf + rgg — dim(Imf N Img) = rgf + rgg.

Exercice 42 : [énoncé]

a) cf. cours

b) rg(f o g) = dim f(Img).

Par le théoréme du rang appliqué a I’application linéaire fiymg,

dim f(Img) + dim ker fjimg = dimImg donc rg(f o g) = rgg — dimker fiimg.
Or ker fiimg C ker f donc dimker fiimg < dim E — rgf puis

rg(fog) >rgf+rgg—dimE.

Exercice 43 : [énoncé]
a) Commencons par observer Im(g o f) C Img.
(<) Supposons E = Imf + ker g.

Soit y € Imyg, il existe = € E tel que y = g(x) et on peut écrire x = a + b avec
a €Imfetbekerg.

On a alors y = g(x) = g(a) + g(b) = g(a) € Im(g o f) car a € Imf.

Ainsi Img C Im(g o f) et donc Img = Im(g o f). Par suite rg(g o f) = rgg.
(=) Supposons rg(g o f) = rgg.

Par inclusion et égalité des dimensions, on a Img = Im(g o f).

Soit « € E et y = g(z). Puisque y € Img = Im(g o f), il existe a € E tel que
y = (go f)(a). Posons alors b =12 — f(a). On a x = f(a) + b, f(a) € Imf et

b € ker g car g(b) = g(x) — g(f(a)) =y — (9o f)(a) =0.
Ainsi E C Imf + ker g puis E = Imf + ker g.

b) (<) Supposons Imf Nker g = {0}.

Soit (e1,...,ep) une base de Imf avec p = rgf.

On a Imf = Vect(ey,...,e,) donc Im(g o f) = Vect(g(e1), ..., g(ep)).
Supposons Aig(e1) +--- + Apg(ep) = 0.

On a g(Aie1 + -+ Aep) = 0 donc Ajeq + -+ - + Aep, € kerg. Or

Aer+ -+ Aep € Imf donc Aieq + - -+ Aep = 0 puisque Imf Nker g = {0}.
Puisque la famille (eq, ..., ep) est libre, on obtient A =... =X, =0.

Ainsi la famille (g(e1),...,g(ep)) est libre et c¢’est donc une base de Im(g o f).
On en déduit rg(go f) =p =rgf.

(=) Par contraposée, supposons Im f Nker g # {0}.

Soit e; € Imf Nker g un vecteur non nul.

La famille (e1) est libre, on peut donc la compléter en une base (eq, ...
Imf.

On a Imf = Vect(ey, ..., e,) donc Im(g o f) = Vect(g(e1), ..., g(ep)).

Or g(e1) = 0 donc Im(g o f) = Vect(g(ez2),...,g(ep)) puis rg(go f) <p—1 < p.
Ainsi rg(go f) # rgf.

,ep) de

Exercice 44 : [énoncé]
Par le théoréme du rang,

dimker(go f) =dim E —rg(go f)

Or
rg(g o f) = dim g(f(F)) = rgg,5 (k)

Par le théoréme du rang,
g9 p(p) = dim f(E) — dimker g, ()
Or ker g;7(g) C ker g donc

18915y = dim f(E) — dimker g
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Enfin, par le théoréme du rang,
dim f(E) = rgf = dim E — dim ker f

Au final,
dimker(g o f) < dimker f 4+ dimker g

Exercice 45 : [énoncé]

Par le théoreme du rang, la condition dim F' 4+ dim G = dim E est nécessaire.
Montrons qu’elle est aussi suffisante.

Soit H un supplémentaire de G dans E. On a dim H =dim F =p

Soient (€7, ...,€&,) une base de E telle que (¢1,...,&)) soit base de H et
(Ept1,---,€n) base de G.

Soit (€1, ..., €,) une base de F.

Une application linéaire est caractérisée par 'image d’une base.

Soit w : E — E définie par : V1 < i < p,u(&;) =€ et Vp+ 1< i< n, i) =0
Par construction, il est clair que F' C Imu et G C ker u.

Par le théoréme du rang et la relation dim F' + dim G = dim E, on obtient
dim F' = rgu et dim G = dim ker u. Par inclusions et égalités des dimensions :
F =TImu et G = keru.

Exercice 46 : [énoncé]

Considérons f;r restriction de f au départ de F' et a 'arrivée dans E.

ker fip = ker f N F et rgfir < rgf. L’application du théoreme du rang f;r permet
alors de conclure.

Exercice 47 : [énoncé]
Le théoréme du rang donne dim Ej = dim Imuy, + dim ker uj, donc, sachant
dim Imuy, = dim ker uz,4 1 on obtient : > (—=1)F dim B, =

k=1
n

> (=Dktdimkeruy + > (—1)* dimker uy = — dimkeru; = 0 car Imu,, = {0}
k=2 k=1
et keru; = Imug = {0}.

Exercice 48 : [énoncé]

a) Vy € ImfPt, v € B, y = fPT(z) = fP(f(x)) € Imf? donc I, 41 C I,.

Va € ker fP, on a fP(z) = 0 donc fPT1(x) = f(0) = 0 puis = € ker fPT1. Ainsi
Np C Np+1.

La suite dim I, est une suite décroissante d’entiers naturels donc il existe un rang
s € N a partir duquel cette suite est stationnaire. De plus, par le théoréme du rang
les suites (dim I,) et (dim N,) sont simultanément stationnaires. Par inclusion et
égalité des dimensions, les suites (I,) et (IV,) sont simultanément stationnaires.
b) Soit x € I, N N,. Il existe u € E tel que x = f"(u) et on a f"(zx) = 0.

Par suite u € Ny, or Ny, = N, donc z = f"(u) = 0. Par suite I, N N,. = {0}. De
plus, par le théoréme du rang : dim I, + dim N, = dim F donc I,. et N, sont
supplémentaires dans F.

Exercice 49 : [énoncé]

(=) Imf C ker f car f2=0. Si x € ker f alors x = (f o g)(z) + 0 € Imf donc
Imf = ker f.

(<) Soit F' un supplémentaire de Imf dans E. Par le théoréme du rang

dim F = dim Im f.

L’application h = fjp : F' — Imf est un isomorphisme car injective en dimension
finie égale.

Soit g € L(E) déterminé par gy = h~1 et gp = 0.

Ve eImf, (fog+gof)(z)=(fog)(x)=(foh !)(z)=x car f>=0.

Ve e F, (fog+gof)lx)=I(gof)(x)=wxcar gjr =0.

Exercice 50 : [énoncé]

(<) ok

(=) Supposons Img C Imf. Soit H un supplémentaire de ker f dans E. f réalise
un isomorphisme ¢ de H vers Imf.

Posons h = ¢~ ! o g. L’application h est bien définie car g est & valeurs dans

Img C Imf et ¢! est définie sur Imf. De plus, h est linéaire par composition et

foh=FfopTlog

1 1

Puisque ¢! prend ses valeurs dans H, fop~t = oy~ =Idy,s puis

foh:ldlmfog:g

Exercice 51 : [énoncé]

(<) ok

(=) Supposons ker f C ker g. Soit H un supplémentaire de ker f dans E. f réalise
un isomorphisme de H vers Imf noté f;g. Soient K un supplémentaire de Im f
dans E et h € L(F) déterminé par

h[Imf :goffh} et h[K = 0
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(ou n’importe quelle autre application linéaire).
Pour tout x € ker f,

g9(x) = 0= (ho f)(x)

et pour tout z € H,

(ho f)(@) = h(fin (@) = g(fiy (fiu(@)) = g(z)

Les applications g et h o f coincidant sur deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires, elles sont égales.

Exercice 52 : [énoncé]

Si Imv ¢ Imu, il n’y a pas de solution.

Supposons Imv C Imu. Soit H un supplémentaire de ker v dans E. uy réalise un
isomorphisme de H vers Imu. Tout f € L(F) s’écrit de maniére unique
J=1[fi+favec fi =puofet fo=pkeruof
uof=veuofi=vSugofi=ve fi=(ug) o

Les solutions de I'équation sont les f = (ujy) "' ov + fa avec fo € L(E, keru)
quelconque.

Exercice 53 : [énoncé]

a) Ar et Bp sont des parties de L(E) contenant I’endomorphisme nul.

ImAf C Imf avec égalité si A # 0 et Im(f + g) C Imf + Img donc Ap est un
sous-espace vectoriel de L(FE). Aussi ker f C ker Af et ker f Nker g C ker(f + g)
donc Bp est un sous-espace vectoriel de L(E). A s’identifie avec L(E, F') donc
dim Ag = np. En introduisant G un supplémentaire de F' dans E, Bp est
isomorphe a L(G, E) et donc dim Bp = n(n — p).

b) ¢ est linéaire en vertu de la linéarité du produit de composition.

f €kerp < Imf C keru donc ker ¢ = By puis dimker ¢ = n(n — rgu).

¢) Si v € Imy alors il existe f € L(E) tel que v =wuo f et donc Imv C Imu.
Inversement si Imv C Imu alors en introduisant (e, ...,e,) une base de E, pour
tout 4, il existe f; € F tel que v(e;) = u(/f;). Considérons alors ’'endomorphisme f
déterminé par f(e;) = f;. On vérifie v = uwo f car ces deux applications prennent
mémes valeurs sur une base. Imyp = Ay, donc rgy = nrgu

Exercice 54 : [énoncé]

Notons A={g e L(E,F)/fogof=0}={ge LE,F)/Im(gjms) C ker f}
Soit G’ un supplémentaire de Imf dans E.

Un élément de A est entierement déterminée par :

— sa restriction de Imf & valeurs dans ker f et

— sa restriction de G a valeurs dans F.

Par suite A est isomorphe & L(Imf, ker f) x L(G, F).
Il en découle dim A = dim E dim F — (rgf)2.

Exercice 55 : [énoncé]

Puisque Imf? C Imf C R%, on a 3 < rgf < 6.

Sirgf = 6 alors f est un isomorphisme, donc f? aussi et rgf? = 6. Contradiction.
Sirgf =5 alors dimker f = 1. Considérons g = fins. Par le théoréme du rang
dimker g = 5 — rgg. Or Img C Imf? donc rgg < 3 et par suite dimker g > 2. Or
ker g C ker f donc dimker f > 2. Contradiction.

10 00 00
01 00 00
. . 1 00 1 000
rgf = 3 et rgf = 4 sont possibles en considérant : 000000 et
000 0 00O
000 0 00O

(=l eoBoNol
SO OO O
S OO+ OO
O = OO OO
[evilen i en I en M e M @n)
[eeii e an I an B e B @)

Exercice 56 : [énoncé]

Posons H = F N GL(E)

On a immédiatement H C GL(E), Idg € H et Yu,v € Hyuov € H.
Montrer que H est stable par passage a 'inverse.

Soit u € H. Considérons 'application ¢ : F' — F définie par

p(v) =uov

L’application ¢ est évidemment linéaire et puisque u est inversible, cette
application est injective. Or F' est un K-espace vectoriel de dimension finie (car
sous-espace vectoriel de £(F), lui-méme de dimension finie) donc ¢ est un
automorphisme de F'. Par suite 'application ¢ est surjective et puisque Idg € F,
il existe v € F tel que

uov =1Idg

On en déduit u=! =v € F et donc u~! € H.
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Exercice 57 : [énoncé]
Posons ¢, : R, [X] — R la forme linéaire définie par

or(P) = P(ay)

La famille (¢g, ..., @) est une base du dual de R, [X] (on peut observer par
exemple que c’est une famille libre ou encore que c’est la base duale de la base des
polyndmes interpolateurs de Lagrange en les ay).
Puisque
1
o: P / P(t)dt
0
est une forme linéaire sur R,, [X], on peut affirmer qu’il existe (Mg, ..., \,) € R**!
unique vérifiant
©=Xopo+ -+ Ann

Exercice 58 : [énoncé]

Introduisons les polynémes Lg, ..., L, d’interpolation de Lagrange aux points

ao, .. .,an. On sait que (Lo, ..., L,) est une base de E. On vérifie f;(L;) = d; ;
donc les fo,..., fn sont les formes linéaires coordonnées dans la base (Lo, ..., Ly,).
11 en découle que (fo, ..., fn) est la base duale de (Lo, ..., L,) et c’est donc une
base du dual de F dont (Lg,...,L,) est la base antéduale.

Exercice 59 : [énoncé]
Soit P=a+bX +cX? € Ry[X]. On a

b
p1(P)=a+b+c,pa(P) =b+2cet @3(P):a+§+§

Considérons alors la matrice

1 1 1
A= 0 1 2
1 1/2 1/3
définie de sorte que
Y = AX

avec X ="(a b c)etY ="( p1(P) ¢@2(P) 3(P)).
La matrice A est inversible et
—2 1/2 3
A7l = 6 -2 -6
~3 3/2 3

Puisque AA~! = I,,, les colonnes de A~! déterminent des colonnes X telles que
Y = AX est une colonne élémentaire.
On en déduit que pour

3

1
P1:—2+6X—3X2,P2:§—2X+§X2 et P =3—6X +3X?2

on a

Vk,f S {1,2,3},g0k(Pg) = 5k’g

On en déduit que la famille (1, p2, ¢3) est libre et que c’est donc une base de
R, [X] dont la base antéduale est (Py, P, P3).

Exercice 60 : [énoncé]
a) Supposons Agfo + -+ Apfr = 0.
Considérons le polynéme P(X) =X+ M X + -+ A\ X" € E.
En évaluant la relation Agfo + -+ + A fr, = 0 en P, on obtient fol [P(z)]? dz = 0.
Par nullité de l'intégrale sur [0, 1] d’une fonction continue et positive, on peut
affirmer P(z) = 0 pour tout = € [0, 1]. Le polynéme P ayant une infinité de
racines, il est nul et donc A\g = ... =\, =0.
La famille (fo,..., fn) est libre et formée de n + 1 = dim E* éléments de E*, c’est
donc une base de E*.
b) Si P(X) = a+ bX + c¢X? alors

fo(P)=a+ %b—k %c, fi(P) = %a—i— %b—k ic et fo(P) = éa—i— ib—&— %c
Déterminer la base antéduale de (fo, f1, f2) revient & déterminer des polynomes
PO,Pl,PQ € F vérifiant fz(P]) = 51‘73‘.
Par le calcul qui préceéde, ce probléme est immédiatement résolu une fois inversée
la matrice

1 1/2 1/3
A= 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5
Par calculs,
9 —36 30
At=| =36 192 —180

30 —180 180

Par suite

Py(X) = 9-36X+30X2, P1(X) = —36+192X —180X? et Py(X) = 30—180X+180X>
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Exercice 61 : [énoncé]

Il est clair que les Fj sont éléments de (R, [X])* espace de dimension n + 1. Pour

conclure il suffit d’observer la liberté de la famille (Fy, ..., F,).

Supposons A\gFp + - - - + A Fi, = 0. En appliquant cette égalité aux polynémes

1,2X,...,(n+ 1)X™ on obtient les équations formant le systéme linéaire :
Aoag + -+ Apa, =0

N2 + -4+ MaZ =0

Xoag ™ 4+ + Apaltt =0
Par un déterminant de Vandermonde, ce systéme est de Cramer ce qui entraine
AMN=...=X, =0.

Exercice 62 : [énoncé]

Soit (p1,...,pn—1) une base de H que 'on compléte en une base (¢1,...,¢,) de
E*.
Soit (e1,...,ey,) la base de E antéduale de (o1, ..., ¢n)-

Le vecteur = = e, est alors solution car

VL,O € E*7 Y= %0(61)@1 +F L)D(enfl)sanfl + Sp(en)()on

Exercice 63 : [énoncé]

Soient x,y € F tels que = # y.

Le vecteur z — y est non nul, il peut donc étre complété pour former une base de
E. La forme linéaire correspondant & la premiere application composante dans
cette base est alors solution du probleéme posé.

Exercice 64 : [énoncé]

Si ker f = ker g alors le résultat est immeédiat.

Sinon, pour des raisons de dimension, ker f ¢ ker g et ker g ¢ ker f.

La somme d’un vecteur de ker f qui ne soit pas dans ker g et d’un vecteur de ker g
qui ne soit pas dans ker f est solution.

Exercice 65 : [énoncé]

Si f =0 : ok. Sinon, on introduit @ ¢ ker f de sorte que Vect et ker f soient
supplémentaires puis on introduit « de sorte que f(i#) = ag(#) avant de conclure
via h = f — ag s’annule sur ker f et u.

Exercice 66 : [énoncé]

Soit  une forme linéaire ne s’annulant pas sur x. Celle-ci n’est pas combinaison
linéaire des (f1,..., fn)-

Cette famille n’est donc pas génératrice et par suite elle est liée car formée de

n = dim E* éléments de E*.

Exercice 67 : [énoncé]

Par contraposée : si B n’est pas une base de E alors Vect(eq, ..
Soit H un hyperplan tel que Vect(ey, ...
nulle de noyau H.

Ona f(er) =...= f(en) =0 mais f #0.

.yen) # E.
,en) C H et f une forme linéaire non

Exercice 68 : [énoncé]

(=) clair.

(<) Supposons [ ker f; C ker f.
i=1

1=

Si la famille (fy, ...
(f1y---5 fN)-

On peut écrire

, fn) est libre alors on peut la compléter en une base

f=MfA+ -+ M+ i forn++ AN

Notons (e, ...,en) la base de E dont (f1,..., fn) est la base duale.
Puisque
n
€ntly---,EN € ﬂkerfi C ker f
i=1
ona M1 =...= Ay =0donc f € Vect(f1,..., fn)
Si la famille (fy,..., fn) est liée, quitte & intervertir, on peut supposer f,

combinaison linéaire des f1,..., fn_1.

On a alors
n—1
m ker f; C ker f,
i=1

et donc

n—1

ﬁ ker f; = ﬂ ker f;
i=1 i=1

Cela permet de reprendre ’exercice avec fi, ...
famille libre.

, fn_1 jusqu’a obtention d’une
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Exercice 69 : [énoncé] Exercice 71 : [énoncé]

Supposons la famille (¢1,...,¢,) libre. Soit x € ker(f —Id) NIm(f — Id).

On peut compléter cette famille en une base (¢1,. .., @) du dual E* de E. On a f(z) = x et on peut écrire z = (f —Id)(a) = f(a) — a.

Notons (e1,...,e,) la base de E antéduale de (o1, ..., @n). f(x) = f2(a) — f(a), f2(z) = f3(a) — f*(a) = a— f?*(a) puis = + f(z) + f?(x) = 0.

Soit (A1,...,Ap) € KP. Pour Or z + f(x) + f%(z) = 3z donc z = 0.
Soit x € E.

r=Me1+--+ e, €E Analyse : Supposons x = u 4 v avec u € ker(f —Id) et v € Im(f — Id).

On peut écrire v = f(a) — a.

on vérifie aisément Ainsi z = u + f(a) —a, f(x) =u+ f2(a) — f(a), f2(x) = u+a— f?(a).

V1< j<p () =X Donc u = g(z + f(z) + f*(x)).
o Synthese : Posonsu— %(:chf(x)Jrf?'( )) etv—xfu
Inversement, supposons la propriété On a f(u) =ucar f3(z) =z et v =2z — +f(z) - % 2(z) =
12 13 2
30— 5f(2) — g f2 () + 5/%(x) = (f = 1) (—§$+ f?(x)) € Im(f —1d).
V(A1,...,Ap) EKP 3z € BV < <p,pj(a) = A; Finalement ker(f —Id) & Im(f —Id) = E.
Montrons que la famille (¢1,...,¢,) est libre.
Supposons ) Exercice 72 : [énoncé]
a1+ Fappp, =0 a) Si z € ker f alors g(z) = (fogo f)(x) =0 donc x € ker g. Par symétrie
Par la propriété hypothese, pour chaque j € {1,...,p}, il existe € E vérifiant ker f = kerg.
Vie{l,...,p},pi(x) =6 Siy € Imf alors il existe a € E tel que y = f(a) = (go fog)(a) donc y € Img. Par

symétrie

La relation agp1 + - -+ + app, = 0 évaluée en  donne alors Imf = Img

0 b) Soit x € FFNG. Il existe a € E tel que x = g(a) or
Oéj =
, . fla)=(go fog)la)=(go f)(z)=g(0)=0

et on peut donc affirmer que la famille (¢1,...,¢,) est libre.
Ainsi a € ker f = kerg d’ott z = g(a) = 0.
Soit z € E.

. ) ’ Analyse :

Exercice 70 : [énoncé] Supposons x = u + v avec u € F =ker f et v = g(a) € G = Img.

Pour f € E* et g € F*, posons f ® g I'application définie sur E x F' par On a

(f®g)(x,y) = f(x) 4+ g(y). I est facile d’observer f ® g € (E x F)*. Considérons f(x)=(fog)(a)

p: E* x F* — (E x F)* définie par ¢(f,9) = f®g¢.

L’application ¢ est linéaire. donc

Si p(f,g) = 0 alors pour tout (z,y) € E x F, f(z) +g(y) = 0. (go f)(x) = f(a)

Pour y = 0, on peut affirmer f =0 et pour z = 0, on affirme g = 0. Ainsi Synthése :

(f,9) = (0,0) et donc ¢ est injective. Puisque (g o f)(z) € Img = Imf, il existe a € E tel que
Soit h € (E x F)*. Posons f : x + h(z,0), g : y — h(y,0). On vérifie aisément

fe B geFreto(f,g)=hcarh(z,y) = h(z,0) + h(0,y). (9o fl(x) = f(a)

Posons alors v = g(a) et 4 = z — v. On a immédiatement v € Img et © = u + v.
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On a aussi u € ker f car

et
g(f(u)) =(go f)(z) —(go fog)(a) =(go f)(z) — fla) =0
Ainsi
f(u) € kergNImf
puis

flu) =0

Exercice 73 : [énoncé]
Soit = € ker f N Img. On peut écrire x = g(a) avec a € E.
On a alors
flg(a)) =0
puis
z=g(a)=(go fog)(a) =g(0) =0

Soit € E. On peut écrire z = a + b avec

a=x—g(f(x)) et b=g(f(z))

On vérifie immédiatement b € Img et on obtient a € ker f par

Exercice 74 : [énoncé]

a) Soit z € Imf Nker g.

Ja € E tel que z = f(a) donc z = f(a) = (fogo f)(a) = (fog)(z) =0.
Soit z € E.

Analyse :

Supposons x = u + v avec u = f(a) € Imf et v € ker g.

9(z) = g0 f(a) donc (f 0 g)(z) = f(a) = u.

Synthese :

Posons u = (fog)(z) et v=1o—u.

Onauwelmf,z=u+wvet g(v)=g(x)—g(u) =0ie x €kerg.

b) On a f(Img) C Imf et Vy € Imf on peut écrire y = f(x) avec x = g(a) + u et
u € ker f.

On a alors y = f(g(a)) € f(Img).

Exercice 75 : [énoncé]

a) rg(f?) = rg(f) = Imf? = Imf car on sait Imf? C Imf.

Par le théoréme du rang ker f? = ker f car on sait ker f C ker f2.

b) Soit € ker f NImf.

On peut écrire z = f(a). Comme f(x) =0, on a a € ker f2 = ker f donc x = 0.
Par le théoréeme du rang, on conclut.

Exercice 76 : [énoncé]
D’une part
rgf +rgg — dimImf NImg = dim F

et d’autre part
dimker f + dimker g — dimker f Nkerg = dim F
En sommant et en exploitant la formule du rang
dimImf NImg + dimker f Nkerg < 0

donc Imf NImg = ker f Nker g = {0}.

Exercice 77 : [énoncé]

Supposons x + 2’ +y=0avecx € F, 2’ € F' et ye GNG'.

Puisque ' e FF CGetye GNG' CG,onaz’ +yeq.

Or F et G sont en somme directe donc 4+ (2’ +y) =0avecz € Fet 2/ +y € G
entraine z =0 et 2’ +y = 0.

Sachant ' +y =0 avec z € F', y € G’ et F', G’ en somme directe, on a

' =y=0.

Finalement x = 2’ = y = 0 et on peut affirmer que les espaces F, F’ et G NG’ sont
en somme directe.

Soit a € F. Puisque F = F & G, on peut écrire a =z +bavecx € F et b € G.
Sachant £ = F' & G’, on peut écrire b=1z' +y avec v’ € F' et y € G'.
Ory=b—a"avecbe Geta' € F' CGdoncy € G etainsiye GNG'.
Finalement, on obtient a =z + 2’ +yavecx € F, 2’ €e F' et ye GNG'.

On peut conclure EC F& F' & (GNG ) pus E=F&F & (GNG).

Exercice 78 : [énoncé]
a) ker u*~1 est un sous-espace vectoriel de ker u* et comme on se place en
dimension finie, tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 17 janvier 2011

Corrections

23

b)

E=keru? =keruP ' & F, =keruP > @ F, 1 ®F, ="
avec ker u® = {0}.

c) keru*~1 dans keru®. Ona E =keru? =keru? '@ F,=...=F & - & F,.
Dans une base adaptée a cette décomposition la matrice de u est :

(0) (%)

=ker’!®F; &---dF,

et c’est donc une matrice triangulaire supérieure stricte.

ORRC)

Exercice 79 : [énoncé]

Les F; sont clairement des sous-espaces vectoriels.
Supposons Py + ---+ P, =0 avec P; € F;.

P; possede par définition n racines et (Py + - P,)(i) =
fournit une n + léme racine. Par suite P, = 0 car degP <
Soit P € E.

Analyse : Supposons P = Py + ---+ P, avec P; € F;.

On a P(i) = P;(¢) car P;(i) = 0 pour j # i.

Par suite

donc P;(i) = 0 ce qui

n .
X —
p=r) ] ((_j))
j=0g#i
Synthese : Les P; précédemment proposés conviennent car
P; € F; par construction et P = Py+---+ P, puisque P — (Py+---+ P,) est le
polyndéme nul car de degré < n et possedant au moins n + 1 racines : 0,1,...,n

Exercice 80 : [énoncé]

a) fi=fiold= f; 0 ng—

o f; donc f; est une projection vectorielle.

n
b) Supposons Y x; = 0 avec z; € Imf;. En appliquant f; : f;(x;) = z; = 0 car
i=1

f(xj)—O Par suite EB Imf;. Soit x € E, on a x =Id(x) =

=1

zn: fi(z) € Imf; donc
i=1

i=1

Exercice 81 : [énoncé]
Puisque p; + -+ - + pm, = Idg, on a pour tout z € E,

zr=pi(x)+- -+ pm(x) € > F.
k=1

Ainsi E C ) Fy.
k=1

m
De plus dim FE = trldg = > trpg.
k=1
Or les pi sont des projecteurs, donc trpg
m

Ainsi dim E = ) dim Fj.
k=1

m
On peut alors conclure E = > Fj, puis F = % Fy.
k=1 k=1

= rgp; = dim F}.

Exercice 82 : [énoncé]

H, est définit comme le sous-espace vectoriel engendré par les monoémes de degré
n

d, c’est donc un sous-espace vectoriel. Si > Py = 0 avec Py, € Hy, alors 'unicité

k=0
de I’écriture d’un polynéme en somme de monoéme permet de conclure P, =0

pour tout k € {0,...,n}. La famille (Hq)y¢ <, est donc bien une famille de
sous-espaces vectoriels en somme directe.

Exercice 83 : [énoncé]
Posons G1 = Fy, G4 le supplémentaire de G; N F» dans Fb, et plus généralement
G; le supplémentaire de (G1 @ - -- @ G;_1) N F; dans F;.
Les G; existent, ce sont des sous-espaces vectoriels, G; C F; et G1 ® --- D G,,.
n

Soit € E. On peut écrire x = > x; avec z; € F;.
i=1
((Gl b---D Gifl) n Fz) ® G;.

Or z; =y +--- +yj avec yi € G; car F; =
n
+ 2, avec zp = Y. Yyt € Gy. Par suite E = G1 @ - @ Gy,.
=k

Par suite x = z1 + - - -

Exercice 84 :
On a

[énoncé]

n n
n n
dim @ E; =» dimE; <Y dimF =dim & F;
i=1 ; ; i=1
i=1 i=1
donc il y a égalité dans les inégalités dim F; < dim F;. On peut alors conclure
FE; = F; par inclusion et égalité des dimensions.
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Exercice 85 : [énoncé]

a) Siy € f(> E;) alors on peut écrire y = f(x1+ -+ x,) avec z; € E;. On alors
i=1

n

Y= flz1) + -+ f(wn) avee f(z;) € f(E;) et ainsi f(;”l E)C Y. f(B).

i=1

Siye > f(E;) alors on peut écrire y = f(x1) + -+ + f(x,) avec z; € E;. On a
i=1

alors y = f(x) avecx =x1 4+ -+, € Y. E; done f(>° E;) D > f(E)).
i=1 i=1 i=1
b) Si f(x1)+ -+ f(xn) =0 avec z; € E; alors f(x1+ -+ x,) = 0 donc
r1+ -+ x, =0 car f injective puis 1 = ... = x,, = 0 car les E; sont en somme
directe et enfin f(z1) =... = f(z,) = 0. Ainsi les f(E;) sont en somme directe.

P
c) Soit z € Y f~(F}). On peut écrire x = x1 + - - - + x,, avec f(z;) € F; donc
j=1

F@) = fle) + -+ flz,) € i:le. Ainsi i;lffl(Fj) c f*l(é ).

On obtient une inclusion stricte en prenant par exemple pour f une projection sur
une droite D et en prenant Fp, Fp deux droites distinctes de D et vérifiant

D C Fy + F.

f=0ou f =1d sont des conditions suffisantes faciles. ..

Plus finement, supposons chaque F; inclus dans Imf (et p > 1)

P
Pour z € f~1()" Fj), on peut écrire f(z) =y +--- 4y, avec y; € F;. Or
j=1

F; C Imf donc il existe z; € F vérifiant f(z;) = y;. Evidemment z; € f~1(F}).
Considérons alors 2} =z — (z2 + -+ xp), on a f(z}) = y1 donc z} € f~1(Fj) et

P P P
r=x) +xo+ -+ € Zl f7H(E;). Ainsi f_l(z1 Fj) C Zl F7H(F}) puis
i= j= j=

Iégalité.

Exercice 86 : [énoncé]

Supposons que w est un isomorphisme.

Puisque ’application w = v o u est injective, I’application u est injective.
Puisque I'application w = v o u est surjective, 'application v est surjective.
Soit y € Imu Nkerv. Il existe z € E tel que y = u(x) et on a v(y) = 0 donc
w(z) =0. Or kerw = {0} donc z = O puis y = Op. Ainsi

Imu Nkerv = {0p}

Soit y € F, v(y) € G et donc il existe x € E tel que w(z) = v(y).
Posons alors a = u(x) et b=y — a.
On a immédiatement y = a + b et a € Imu.

De plus v(b) = v(y) —v(a) = v(y) — w(zx) = 0 donc b € kerv.
Ainsi
Imu @ kerv =F

Inversement, supposons u injective, v surjective et Imu et ker v supplémentaires
dans F.

Soit # € kerw. On a v(u(z)) = 0 donc u(z) € kerv. Or u(z) € Imu donc u(z) =0p
car Imu Nkerv = {Op}. Puisque u est injective, z = Og et ainsi kerw = {O0g}.
Soit z € G. 1l existe y € F tel que z = v(y) car v est surjective. On peut écrire
y=u(a)+baveca € FE et b€ kerv car Imu + kerv = F. On a alors

z = v(u(a)) = w(a) et donc Imw = G.

Finalement G est un isomorphisme.



